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Epreuve de mathématique principale

Exercice 1

Soient d,n > 1 des entiers, et f1, ..., fn : R — R des difféomorphismes pour lesquels
il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que
D fi(x)[|| < ¢

pour tout € R? et tout i = 1,...,n. Ici Df;(x) signifie la dérivée de f; en z et
[||.||| signifie la norme d’opérateur associée a la norme euclidienne, a savoir pour tout

M € End(R%)
[[Mz]|
[[M]][ = sup ot [|(z,..., )l = > a2
zER, 240 qu " i !

Le but de 'exercice est de montrer qu'il existe un unique compact non vide K C R?
tel que

(1) K= |J fi(x)

i=1,...,n

et d’étudier ses propriétés.

1. Montrer que si n = 1 il existe un unique ensemble compact non vide K vérifiant (1).
De quelle nature est-il ?

2. On introduit I’ensemble K des ensembles compacts non vides de R?, que 'on munit
de la distance de Hausdorff, définie par

d(K1,K») :=inf{e > 0| K1 C K5 and Ky C K7},
oit K¢ :={z € R?| d(x, K) < e}. Montrer que (K,d) est un espace métrique complet.
3. Montrer qu’il existe un unique ensemble compact non vide K satisfaisant (1).

4. Soient n =d =2 et fi, fo : C ~ R? — C ~ R? des applications affines complexes de
la forme

fiz)=Xz+1et fo(z) = Az — 1 pour z € C,
ou A € C est un nombre complexe de module 0 < |A| < 1. Montrer que si |A| < 1/2,
alors K est non connexe, et que ses composantes connexes sont des points.

5. (Théoreme de Bousch) Montrer que, au contraire, si |A| > %, alors K est connexe.

Indication : pour montrer le théoreme de Bousch, vous pouvez commencez par montrer que si
N2 2. alors fi(K) 1 fo(K) # 0.

Exercice 2

Soit n un nombre entier strictement positif, et soit £ un espace vectoriel complexe de
dimension n. Notons L(F) l’espace vectoriel des endomorphismes de E, et notons E*

Pespace dual de E. L’espace vectoriel des endomorphismes de E* est noté L(E™).
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Considérons un sous-espace vectoriel A C L(E) tel que A contienne I’endomorphisme
identité et A soit stable par composition. Posons A* = {a* | a € A} C L(E¥), ou a* est
I’endomorphisme transposé de a.

Pour tout vecteur v € E, notons A(v) 'ensemble {a(v) | a € A} C E, et pour tout
vecteur u € E*, notons A*(u) 'ensemble {a*(u) | a* € A*} C E*.

Supposons que E ne contienne aucun sous-espace propre {0} C F C E qui soit A-
invariant, c’est-a-dire, tel que a(F') C F pour tout a € A.

1. Soient v € E et u € E* des vecteurs non nuls. Montrer que A(v) = E et A*(u) = E*.

2. Soient vy et vy deux vecteurs de E qui forment une famille libre. Montrer qu’il existe
un endomorphisme a € A tel que a(vy) # 0 et a(v2) = 0.

Indication : montrer que, dans le cas contraire, il existerait un endomorphisme t € L(E) tel que
t(ve) = vy et (tob)(vy) = (bot)(ve) pour tout b dans A, et trouver une contradiction.

3. Montrer que A contient au moins un endomorphisme de rang 1.

4. Montrer que A contient tous les endomorphismes de rang 1 dans £(F). En déduire
que A coincide avec L(E).

5. (Théoreme de Burnside) Soit r un nombre entier strictement positif. Montrer qu’il
existe un nombre entier N (qui dépend de n et r) tel que tout sous-groupe G C GL(E)
(ot GL(E) est le groupe général linéaire de E) dont chaque élément est d’ordre inférieur
ou égal a r vérifie la propriété suivante : G est fini et son cardinal est inférieur ou égal
a N.

Exercice 3

La taille d’un ensemble fini S est dénotée par |S|.
Pour un ensemble fini S, on dénote par RS D'espace vectoriel sur R des fonctions
g : S — R. Pour une fonction g € R, la moyenne de g sur S est dénotée par E(g) :=
1
s 9(s):
L’espace vectoriel R est muni du produit scalaire (g, h) := E(g.h) = ‘%‘ > scs 9(8)h(s),

pour tout g,k € RS On définit ||g||> = (g, 9).

Pour un sous-ensemble T C S et g € R, la restriction de g & T est dénotée par
gir € RT.

Pour un sous-ensemble 7" C S, la fonction caractéristique de T est notée 17 € RS :
elle prend la valeur 1 en tout ¢t € T et la valeur zéro en dehors de T'. La droite engendrée
par 17 dans R est dénotée par L.

Rappelons qu’une partition P = {Vj,...,V,,} d’un ensemble fini V est une collection
Vi, ..., Vp de sous-ensembles disjoints de V' qui vérifie J;~, V; = V. Une autre partition
Q = {Ui,..., U} de V est un raffinement de P si pour tout U; € Q, il existe V; € P
avec U; C V.

*

1. Pour les ensembles finis 7' C .S, montrer que la projection orthogonale d’une fonction
g € RY sur la droite Ly est égale & E(gir)1r.

2. Montrer qu’une partition P de S donne un ensemble de vecteurs deux a deux orthog-
onaux 1y, pour X € P.
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A partir de maintenant, on va supposer que S = V X V pour un ensemble fini V. Une
partition P de V donne une partition P? = {X x Y |X,Y € P} de S. Définissons le
sous-espace vectoriel Lp de RS par

P Lxxv.

X,YeP

et notons 7p la projection orthogonale de RS sur Lp.
3. Montrer que si une partition ) est un raffinement d’une partition P de V, alors
mp omg = mp. En particulier, pour tout g € RS, nous avons ||7g(g)||* = ||mo(g) —

mp(9)l1* + llmp(9)l*.

Soit maintenant f : S — {0,1} une fonction Booléenne fixe. Pour les ensembles
X, Y C V, on définit

MX:Y (jLXXY' ’)(H ZE: f 7y

J:EX YEY

Soit € > 0 un nombre réel positif fixe. Le couple (X,Y) est dit e-régulier par rapport
a la fonction f si toute paire de sous-ensembles A C X et B C Y de tailles |A] > €| X]|
et |B| > €|Y| vérifient |ua g — pxv| < € sinon, (X,Y) est dit e-irrégulier.
4. Soient X,Y C V. Soit g : X x Y — [~1,1] la fonction définie par g := fix.y — px,y-
Prouver que si (X,Y) est e-régulier pour f, alors pour toute paire de fonctions o : X —
[0,1] et 5:Y — [0,1], on a l'inégalité | E(gaf) | < e.
Ici la fonction g8 € RX*Y prend la valeur g(x,y)a(z)B(y) en (x,y) € X x Y.

Indication : traiter d’abord le cas c =14 et § = 1 pour les sous-ensembles AC X et BCY.
$okok

Pour une partition P de V, on définit la fonction d’irrégularité Irrp : S — {0,1}
par Irrp(z,y) = 1 si et seulement si (z,y) € X X Y pour un couple e-irrégulier (X,Y),
X,Y € P.

Une partition P est dite e-réguliere si ||Irrp||? = E(Irrp) < €, autrement dit, si

> XNY] < eV
X,YeP
(X,Y) e—irrégulier

5. Soit X un ensemble fini et My, ..., M une famille de sous-ensembles de X. Prouver
qu’il existe une partition Q x de X de taille au plus 2* telle que chaque M; est une union
disjointe d’éléments de Q) x.

6. Prouver que toute partition e-irréguliere P de V possede un raffinement @) de taille
Q| < | P41 qui vérifie |lmq(f)[[> > [lmp()II* + €.
kokskok

Soit € > 0 un nombre réel positif fixe. Une partition P = {X1,..., X,,} de V est dite
e-équilibrée s’il existe un sous-ensemble I C {1,...,m} qui vérifie
e pour i,j € I, on a | X;| = | X, et
o | Uigs Xi| < €lVI.

7. Montrer qu’une partition P de V contient un raffinement @) tel que la partition @
soit e-équilibrée et |Q| < (1 + e )| P|.
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8. (Lemme de régularité de Szemerédi) Prouver qu’un nombre fini d’itérations de 6. et
7. montre que pour tout € > 0, il existe un entier N, tel que pour tout ensemble fini
V et toute fonction Booléenne f sur S = V x V, il existe une partition e-équilibrée et
e-réguliere P de V de taille bornée par N..

ok

Soit maintenant P = {Xy, ..., X,,} une partition e-quilibrée et e-réguliére de V' pour
une fonction f : S — {0,1} telle que m < N, (dont l'existence est garantie par la
question 8.), et soit k < m avec |X;| = -+ = | X[, et [Xpp1 U--- U Xp| < €|V|. Soit

R T'union de tous les X; x X; pour les indices 1 < 4,j < k dont le couple (X;, X;) est
e-régulier et vérifie px,, x; = 2e

Considérer la décomposition de f en la somme des fonctions Booléennes f, et fs, ou
fo=1g.f et fs=f—1g.f.
9. Montrer que fs est de petite norme (en fonction de ¢).
10. Prouver la propriété suivante de fi, : soit m» un nombre entier positif. Un n-cycle
x pour f}, est un n-uplet x = (x1,x9,...,2,) tel que fy(z1,22) = fo(x,23) = -+ =
fo(xn, 1) = 1. Alors soit fp, ne contient aucun n-cycle ou il contient au moins (2" —

n) (M)nﬂf\" n-cycles.

m
Indication : observer que le nombre de tels n-cycles x avec x € X;, x --- x X, est donné par
erXi1X---xXin f(xy,m2) f(z2,23) ... f(®n,21). Eerire fix,xx, = 9ij + px, x, comme dans 4.,

et appliquer plusieurs fois 4.

11. Quelle est I'extension de 10. a d’autres motifs remplacant les cycles ?



